
前　 　 言

水电站动力渠道涌波、压力管道水击、引水道－调压室水位波动等现象ꎬ可以归结为水电

站的非恒定流问题ꎮ 非恒定流是水电站运行过程中经常出现的现象ꎬ也是一种非常复杂的

水力现象ꎮ 但是ꎬ非恒定流计算的结果又是水电站引水系统设计和校核的依据ꎮ 因此ꎬ水电

站非恒定流的计算是水电站设计的必要环节ꎬ也是一个难点ꎮ
但是ꎬ水力学、计算水力学等方面的著作不详细讲述水电站引水系统的水力特点及针对

性的计算方法ꎬ而水电站方面的教材、著作又不详细介绍非恒定流的计算方法和程序设计ꎮ
鉴于这种情况ꎬ本书希望从水力学及数学基础、程序设计基础和水电站非恒定流计算等方

面ꎬ将相关内容综合到一起ꎬ实现水电站非恒定流的数值计算及其程序设计ꎬ达到工程应用

的目的ꎮ
本书主要从理论基础、数值计算、程序设计三方面来阐述水电站非恒定流问题的求解ꎮ

理论基础方面ꎬ本书从计算水力学的基本定理出发ꎬ介绍水流的连续方程和动量方程ꎮ 然

后ꎬ在不同章节分别导出根据水电站非恒定流的具体情况简化后得到更具体的连续方程和

动量方程ꎬ并对数值计算方法、公式进行了详细的整理和综合ꎬ对有关文献中有重要价值但

印刷有误的公式进行了整理、修正ꎬ或者重新表述、解析ꎬ以利于实际应用ꎮ 数值计算方面ꎬ
本书讲述了水电站非恒定流数值计算所需要的数学知识ꎬ以及有限差分法、特征线法等数值

方法在水电站非恒定流计算中的具体应用ꎮ 对动力渠道涌波、引水道－调压室水位波动、压
力管道水击等问题ꎬ都给出了相应的数值计算方法和算例ꎮ 程序设计方面ꎬ本书介绍了

Ｅｘｃｅｌ ＶＢＡ 和 ＭＡＴＬＡＢ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 的程序设计基础ꎮ 鉴于 Ｅｘｃｅｌ 的广泛应用及强大功能ꎬ即使

没有编程经验ꎬ只要简单学习 Ｅｘｃｅｌ ＶＢＡ 编程基础ꎬ并经过对算例的学习ꎬ即可快速把握简

单数值计算所需要的计算机基础ꎮ 对于已经使用过 ＶＢＡ 或者 ＶＢ 语言的工程人员ꎬ甚至不

用看本书这部分内容ꎬ也不会影响到对其他内容的阅读ꎮ 至于 ＭＡＴＬＡＢ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋꎬ众所周

知ꎬＭＡＴＬＡＢ 是数值计算领域的重要软件ꎬＭＡＴＬＡＢ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 毫无疑问是水电站非恒定流数

值计算的有力工具ꎬ尤其是针对复杂的水电站引水系统ꎮ
本书的第 １ 章、第 ４ 章的第 １ ~ ３ 节、第 ５ 章的第 ９ ~ １１ 节、第 ６ 章、第 ７ 章、第 ８ 章的

第 ５ ~ ７ 节由河北工程大学简新平完成ꎬ第 ２ 章、第 ３ 章、第 ４ 章的第 ４ ~ ７ 节、第 ５ 章的

第 １ ~ ８ 节、第 ８ 章的第 １ ~ ４ 节由河北工程大学张红光完成ꎮ 书中的程序代码、注释和仿

真模型由简新平完成ꎬ测试工作由张红光完成ꎮ 所有数学理论由河北工程大学水利水电学

院董卫教授指导和审核ꎮ 全书由简新平统稿ꎮ
本书是在河北省水资源高效利用工程技术研究中心运行绩效后补助经费(项目编号:

１８９６５３０７Ｈ)资助、河北工程大学水利水电学院支持下完成ꎮ 在撰写过程中还得到了河北工



程大学水利水电学院张勇高级工程师的帮助和大力支持ꎬ以及相关专业老师的重要参考意

见ꎮ 在此ꎬ作者一并表示衷心的感谢!
限于作者水平ꎬ加之时间仓促ꎬ缺点在所难免ꎬ敬请广大读者批评指正ꎮ

作　 者
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第 １ 章　 绪　 　 论

１. １　 水电站的非恒定流问题

从集中水头、形成落差的方式不同来分类ꎬ水电站常分为坝式和引水式(徐招才和刘申ꎬ
１９９４)ꎮ 其中ꎬ坝式水电站通过修建大坝来抬高水头ꎬ形成落差ꎬ如图 １. １ 所示ꎮ

图 １. １　 坝式水电站示意图

引水式水电站通过引水来集中水头ꎬ形成落差ꎮ 根据引水建筑物中水流流态的不同ꎬ引水式

水电站又可以分为无压引水式水电站和有压引水式水电站(徐国宾ꎬ２０１２)ꎬ如图 １. ２、图 １. ３ 所示ꎮ

图 １. ２　 无压引水式水电站

图 １. ３　 有压引水式水电站



当水电站的引用流量发生改变时ꎬ水电站的引水系统将产生非恒定流ꎮ 例如ꎬ坝式水

电站在水轮机改变流量时ꎬ压力管道将产生水击现象ꎮ 图 １. ４ 就是在某水电站水轮机减

少流量的过程中ꎬ压力管道产生水击ꎬ压力水头随时间变化过程ꎮ 而引水式水电站在水轮

机改变流量时ꎬ除压力管道产生水击现象外ꎬ无压引水式水电站的动力渠道还将产生涌波现

象(王达邦ꎬ１９８３)ꎬ有压引水式水电站的隧洞和调压井将产生引水道－调压室水位波动现

象ꎮ 图 １. ５ 是某引水式水电站加大流量过程中ꎬ动力渠道发生负涌波ꎬ沿程水深随时间变化

过程ꎮ

图 １. ４　 某水电站水轮机减少流量过程中压力管道水头随时间变化过程

图 １. ５　 某引水式水电站加大流量过程中动力渠道水深随时间变化过程

压力管道的水击现象ꎬ动力渠道的涌波现象ꎬ引水道－调压室的水位波动现象ꎬ可以统称

为水电站的非恒定流问题ꎮ
非恒定流是水电站运行过程中经常出现的现象ꎬ也是一种非常复杂的水力现象ꎮ 但是ꎬ

非恒定流计算的结果又是水电站引水系统设计和校核的依据ꎮ 因此ꎬ研究水电站的非恒定

流问题非常有必要ꎮ

２ 水电站非恒定流数值计算及程序设计



１. ２　 水电站非恒定流问题的研究方法

现代水利水电工程技术的研究方法ꎬ一般有四种:理论分析、模型试验、数值计算、原型

观测ꎮ

１. ２. １　 理论分析

理论分析从普遍的物理规律出发ꎬ通过严密的数学推导ꎬ得出具有普遍适用性的方程或

公式ꎬ应用于工程计算和设计ꎮ 因此ꎬ理论分析具有逻辑严明、计算准确等优点ꎬ而且理论分

析的结论一般具有普遍适用性ꎮ 另外ꎬ理论分析主要依赖研究人员的理论推导和计算ꎬ所以

成本较低ꎮ
但是ꎬ客观世界往往是多维的、非线性的ꎬ水利水电工程也不例外ꎮ 理论分析推导的结

果ꎬ常常将水利水电工程中多维的、非线性的问题归结为偏微分方程组ꎮ 而这些偏微分方程

组ꎬ目前一般还不能得到其解析解ꎮ
水电站的非恒定流问题ꎬ在空间上虽然可以简化为一维问题ꎬ但是水力要素还与时间

有关ꎮ 因此ꎬ理论上ꎬ水电站非恒定流问题也常归结为与长度和时间有关的偏微分方程的

求解问题ꎮ 除了简单情况或者经过大量简化的条件下ꎬ水电站非恒定流问题一般没有解

析解ꎮ
总之ꎬ理论分析虽然具有成本低、结论具有普遍适用性等优点ꎬ但是对于复杂实际问题

还不能给出最终答案ꎮ 尽管如此ꎬ理论分析给出的结论和方程ꎬ却是模型试验和数值计算等

研究方法的基础ꎮ

１. ２. ２　 模型试验

模型试验以量纲分析和相似律为基础ꎬ通过观测模型物理规律和数据ꎬ最终将试验成果

和结论应用到实际工程中去(吴持恭ꎬ２００８)ꎮ 模型试验可以解决理论分析不能解决的问题ꎬ
但是一般只能给出特定条件下定量的结果ꎮ 模型试验依赖于特定的设备和试验条件ꎬ费用

一般也比较高ꎮ
有些问题由于复杂性较高ꎬ模型试验也会存在困难ꎮ 水电站非恒定流模型试验就比较

困难ꎮ 例如ꎬ水电站压力管道内发生水击时ꎬ水击波的传播速度往往在 １０００ｍ / ｓ 左右ꎬ如果

做模型试验ꎬ压力管道模型既要满足尺寸、糙率等相似条件ꎬ又要满足水击波速的相似条件ꎬ
这导致很难找到合适的模型材料ꎮ 再如ꎬ动力渠道的涌波问题ꎬ由于渠道内的水深和流速随

着时间在不停变化ꎬ记录同一时刻渠道各断面的水深流速也是比较困难的ꎮ
随着技术的进步ꎬ试验设备越来越先进ꎬ已有研究者对水电站非恒定流进行了模型试

验ꎬ试验成果对于理论和计算结果的验证ꎬ以及促进理论和数值计算方法的发展和进步起到

了重要的作用ꎮ
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１. ２. ３　 数值计算

数值计算从偏微分方程出发ꎬ通过在时间和空间上离散问题的求解域ꎬ将复杂的、非线

性偏微分方程离散为一系列的代数方程ꎬ最终通过求解代数方程得到偏微分方程的数值解

(汪德爟ꎬ２０１１)ꎮ
数值计算是水电站非恒定流问题的有效求解方法ꎮ 它克服了理论分析和模型试验的缺

点ꎬ又充分利用了理论分析得到的数学模型和结论ꎬ还使用了模型试验得到的参数ꎮ 在条件

允许时ꎬ数值计算的一些结果还可以通过模型试验来验证ꎮ
从 ２０ 世纪 ７０ ~ ８０ 年代至今ꎬ我国学者对水电站非恒定流数值计算进行了大量的研究ꎬ

从算法到应用、验证等各方面取得了大量的研究成果ꎮ 可以说ꎬ水电站非恒定流数值计算方

法在理论和技术上已经逐渐跨入成熟、可靠的阶段ꎮ 因此ꎬ水电站引水系统的相关设计规范

也逐渐推荐采用数值计算的方式求解水电站非恒定流问题ꎮ
但是ꎬ由于问题和算法相对复杂ꎬ相关规范一般没有给出相关的数值计算方法ꎮ 而有些

水工设计手册虽然给出了水电站非恒定流数值计算的理论基础和计算公式ꎬ但很少给出专

门的算例和具体程序设计方法ꎮ 目前ꎬ专门针对水电站非恒定流数值计算ꎬ尤其是针对引水

系统比较复杂的情况(如无压明渠与有压引水系统串联情况)的商业软件很少见ꎮ 这些现状

给水电站非恒定流数值计算的工程应用带来了困难ꎮ
本书主要针对上述情况ꎬ探讨水电站非恒定流数值计算的工程应用ꎮ 除讲述水电站非

恒定流数值计算的理论基础外ꎬ还介绍相关的数值计算基础知识ꎬ紧密结合实际工程ꎬ通过

算例深入浅出地探讨计算思路、程序设计过程ꎬ力图使读者能把握水电站非恒定流数值计算

的算法并能独立编写计算程序ꎬ解决实际工程中水电站非恒定流计算中的难题ꎮ

１. ２. ４　 原型观测

原型观测是验证理论分析、模型试验、数值计算这些方法的最终手段ꎬ属于事后分析ꎮ
已建工程的原型观测结果可以用来检验数值计算方法的正确性ꎮ 对于一个正在设计、尚未

建设的水电站而言ꎬ不能采用原型观测的方法研究自身的技术问题ꎮ

１. ３　 数值计算的方法

理论上ꎬ无论是固体力学还是流体力学的问题ꎬ常常归纳为偏微分方程组的求解ꎮ 对于

固体力学中的偏微分方程组ꎬ常用数值计算方法是有限差分法和有限元法ꎮ 对于流体力学

中的偏微分方程组ꎬ常用数值计算方法是有限差分法和有限体积法(汪德爟ꎬ２０１１)ꎮ
有限差分法从数学的角度ꎬ用差分来代替微分ꎬ把偏微分方程组及其边界条件近似地用

代数方程组来表示ꎬ求解代数方程组ꎬ得到偏微分方程组的近似解ꎮ 有限差分法是数值计算

最早采用的方法ꎬ至今仍被广泛运用ꎮ 并且ꎬ由于有限差分法是数学上的近似ꎬ它对于固体

力学和流体力学问题都有很好的适用性ꎮ

４ 水电站非恒定流数值计算及程序设计



有限元法将研究对象离散为大量的有限单元ꎬ在每一个单元内采用线性或非线性插值

来近似ꎬ用有限单元的集合体来近似连续体ꎬ同样将偏微分方程组近似地变成代数方程组ꎬ
最终求得问题的解ꎮ 有限元法常用于固体力学问题、固体热传递问题及渗流问题等方面的

求解ꎮ 对于有大变形的流体力学问题ꎬ实践表明ꎬ有限元法还存在一些不足ꎮ
有限体积法是计算流体力学常用的一种数值算法ꎮ 与有限差分法将微分方程离散为差

分方程不同ꎬ有限体积法将积分形式的守恒方程离散为大量控制体上的守恒代数方程ꎮ 简

单地说ꎬ有限体积法将研究区域离散为大量的有限体积(一般称为控制体)ꎬ对于每一个控制

体要求满足质量、动量和能量守恒ꎬ建立代数形式的守恒方程组ꎬ最终求得问题的解ꎮ
除上述经典算法外ꎬ近年来ꎬ诸如光滑粒子流体动力学( ＳＰＨ)、格子玻尔兹曼方法

(ＬＢＭ)等算法逐渐兴起ꎬ这类方法对于大变形或者不连续问题的求解具有较大优势ꎬ但是也

还存在一些不足ꎬ有待进一步发展ꎮ

１. ４　 水电站非恒定流数值计算的特点

水电站非恒定流数值计算主要有以下特点ꎮ
(１)水电站非恒定流数值计算遵守计算水力学的一般规律ꎮ
水电站非恒定流数值计算是计算水力学的一种特殊情况ꎬ在理论上完全遵守计算水力

学的两大守恒定理ꎬ即质量守恒定理和动量守恒定理ꎮ 事实上ꎬ水电站非恒定流计算一般就

是从质量守恒定理得到连续方程ꎬ从动量守恒定理得到动量方程ꎮ 此外ꎬ在算法上ꎬ水电站

非恒定流方程的离散和求解方法ꎬ也可以看成计算水力学算法简化和优化ꎮ
(２)水电站非恒定流与时间有密切关系ꎬ在较短时间内ꎬ水力要素有较大的变化ꎮ
水电站非恒定流数值计算就是要计算边界条件随时间变化时ꎬ引水系统的水力要素ꎬ如

水流速度、流量、水头等ꎬ随时间变化的过程ꎮ
(３)水电站非恒定流问题在空间上可以简化为沿引水道长度方向的一维问题ꎬ但是尺度

上比较大ꎬ属于一维较大尺度的问题ꎮ
水电站的引水道一般比较长ꎬ如图 １. ２ 所示ꎬ大型引水式水电站的引水渠道或隧洞可以

达到几千米到几十千米ꎬ长度方向尺度较大ꎮ 如果不进行简化ꎬ直接采用三维有限差分法或

者三维有限体积法来计算ꎬ以目前的计算机硬件条件是不易实现的ꎮ 而类似格子玻尔兹曼

方法这类需要大量粒子来计算的方法ꎬ就更不适合水电站非恒定流的数值计算了ꎮ 相对于

长度ꎬ水电站引水道的断面尺寸就要小得多ꎬ因此ꎬ完全可以在断面上取水力要素的平均值

(如平均速度、平均水头等)ꎬ将水电站非恒定流问题在空间上简化为一维问题ꎮ
总之ꎬ水电站非恒定流问题遵守质量守恒定理和动量守恒定理ꎬ一般简化为水力要素在

空间上一维变化ꎬ并随时间的变化的水力学问题ꎮ 这种问题的求解ꎬ适合采用有限差分法ꎮ

１. ５　 本书的主要内容

本书主要从理论基础、数值计算、程序设计三方面来阐述水电站非恒定流问题的求解ꎮ
理论基础方面ꎬ本书从计算水力学的基本定理出发ꎬ介绍计算水力学的连续方程和动量
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方程ꎮ 然后ꎬ在不同章节分别导出根据水电站非恒定流的具体情况简化后得到更具体的连

续方程和动量方程ꎮ 这样做的目的ꎬ是希望把水电站非恒定流在理论上的来龙去脉讲清楚ꎬ
并为数值计算准备理论基础ꎮ

数值计算方面ꎬ本书讲述了水电站非恒定流数值计算所需要的数学知识ꎬ以及有限差分

法、特征线法等数值方法在水电站非恒定流计算中的具体应用ꎮ 对动力渠道涌波、引水道－
调压室水位波动、压力管道水击等问题ꎬ都给出了相应的数值计算方法和算例ꎮ

程序设计方面ꎬ本书介绍了 Ｅｘｃｅｌ ＶＢＡ 和 ＭＡＴＬＡＢ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 的程序设计基础ꎬ这是完成

水电站非恒定流数值计算的计算机基础ꎮ 鉴于 Ｅｘｃｅｌ 的广泛应用及强大功能ꎬ即使没有编程

经验ꎬ只要简单学习 Ｅｘｃｅｌ ＶＢＡ 编程基础ꎬ并经过对算例的学习ꎬ即可快速把握简单数值计

算所需要的计算机基础ꎮ 对于已经使用过 ＶＢＡ 或者 ＶＢ 语言的工程人员ꎬ甚至不用看本书

这部分内容ꎬ也不会影响到对其他内容的阅读ꎮ 至于ＭＡＴＬＡＢ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋꎬ众所周知ꎬＭＡＴＬＡＢ
是数值计算领域的重要软件ꎬ而 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 是不要需要写代码就可以实现仿真计算的工具箱ꎮ
毫无疑问ꎬＭＡＴＬＡＢ / Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 在水电站非恒定流数值计算中具有独特优势ꎬ尤其是针对复杂

的水电站引水系统ꎮ 如果不想写代码ꎬ则 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ 更是不错的选择ꎮ
以上三方面的内容ꎬ如图 １. ６ 所示ꎬ在书中并不是按简单的先后顺序排列的ꎬ而根据对

理论基础、编程基础、数学基础、算法的描述和问题的解决等ꎬ按这样的自然顺序来逐步展

开的ꎮ

图 １. ６　 本书的主要内容

１. ６　 本 章 小 结

本章首先提出了水电站引水系统可能产生的非恒定流问题ꎬ讨论了水电站非恒流问题

的研究方法ꎮ 并指出ꎬ数值计算的方法在理论和技术上已经逐渐成熟ꎬ但在工程应用上还存

在一些困难ꎮ
其次ꎬ通过讨论各种固体力学和流体力学中的数值计算方法ꎬ分析水电站非恒定流数值

计算的特点ꎬ有限差分法被认为是适合水电站非恒定流计算的ꎮ
最后ꎬ介绍了本书的主要内容ꎮ
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第 ２ 章　 水电站非恒定流问题的理论
分析和数学基础

２. １　 水电站非恒定流问题的理论分析方法

２. １. １　 研究流体运动的两种视角

研究流体运动可以有两种不同的视角ꎬ即欧拉角度和拉格朗日角度(吴持恭ꎬ２００８)ꎮ 水

力学是流体力学的分支ꎬ因此ꎬ同样可以采用这两种视角来研究水力学的问题ꎮ

１. 欧拉角度

从欧拉角度研究流体的方法称为欧拉法ꎮ 如图 ２. １ 所示ꎬ取空间控制体 Ｍ 作为研究对

象ꎮ 从欧拉角度看ꎬ这个控制体是空间固定的一个坐标范围ꎬ流体质点随时间在流入和流出

这个控制体ꎮ 以水流沿 ｘ 方向流动为例ꎬ在某一瞬时 ｔ１ꎬ流体质点 ａ 在控制体内ꎬ它的水力

要素影响控制体内的总水力要素ꎬ如质量、动量等ꎮ 经过一定时间后ꎬ在时间 ｔ２ꎬ流体质点 ａ
流出控制体ꎬ而流体质点 ｂ 流入了控制体ꎬ这时流体质点 ｂ 所携带的质量、动量等水力要素

就导致控制体 Ｍ 内的总水力要素发生变化ꎮ

图 ２. １　 研究流体运动的欧拉角度

欧拉角度正是研究控制体或控制断面的水力要素ꎬ而不研究具体是哪一个水流质点导

致控制体或控制断面的水力要素发生变化ꎮ 也就是说ꎬ欧拉角度固定在控制体或控制断面

上ꎬ不跟随研究某一固定的水流质点的运动ꎮ
当取控制体作为研究对象时ꎬ流体质点流入控制体ꎬ我们就研究控制体内这部分流体的

水力要素ꎬ流体质点流出控制体后ꎬ我们就不再关心它ꎮ 当取断面作为研究对象时ꎬ流体质

点处在控制断面ꎬ我们研究的就是这部分流体质点的水力要素ꎬ当流体质点离开控制断面

后ꎬ我们不再关心它ꎮ
总之ꎬ欧拉法把运动要素从物质点分离出来ꎬ观察空间位置的运动要素而不是观察固定

的物质点的运动要素ꎮ



从欧拉角度研究流体的运动ꎬ实质是研究流场随时间的变化ꎬ因此ꎬ欧拉法可以利用高

等数学中的微积分理论作为分析和计算工具ꎬ便于计算机编程计算ꎮ 此外ꎬ欧拉角度也便于

推导出守恒型微分方程ꎬ使数值计算中容易保证质量、动量等流通量的守恒ꎮ 目前主要的计

算流体力学算法ꎬ如有限差分法、有限体积法ꎬ都是采用欧拉角度ꎮ
但是ꎬ欧拉角度一般要求研究区域的流体是连续的ꎬ对于浪花、自由水面等不连续流体

的运动ꎬ欧拉角度处理起来有困难ꎮ 此外ꎬ由于欧拉角度不研究固定的流体质点ꎬ对于非恒

定流ꎬ流体质点的运动轨迹不易通过欧拉角度都得到ꎮ

２. 拉格朗日角度

从拉格朗日角度研究流体的方法称为拉格朗日法ꎬ又称随体法ꎮ 拉格朗日角跟随流体

质点运动ꎬ研究固定质点的运动要素随时间变化的规律ꎮ 如图 ２. ２ 所示ꎬ拉格朗日法研究具

体的流体质点(如图 ２. ２ 中的流体质点 ａ)的受力、速度、运动轨迹等ꎬ追踪流体质点的运动

轨迹ꎬ流体质点运动到哪ꎬ就跟随到哪ꎮ

图 ２. ２　 研究流体运动的拉格朗日角度

拉格朗日法研究单个流体质点的运动ꎬ集合所有质点的运动ꎬ就构成了整个流体的

运动ꎮ
所以ꎬ拉格朗日角度其实是直接运用固体力学中质点动力学来研究流体的运动ꎮ 拉格

朗日角度的特点ꎬ使拉格朗日法在研究不连续流体、自由水面和流体质点的运动轨迹等方面

具有优势ꎮ
拉格朗日法不易求得流体质点之间的相互作用力ꎬ也就不能得到流体质点的加速度(或

者冲量)而进一步计算其运动过程ꎬ因此ꎬ在应用方面存在一定困难ꎮ 随着数值计算的发展ꎬ
拉格朗日法的缺点正在被逐渐克服ꎬ许多欧拉法不易解决的问题ꎬ已经可以用拉格朗日法得

到满意的结果ꎮ
前面提及的光滑粒子流体动力学方法、格子玻尔兹曼方法等算法ꎬ都是基于拉格朗日角

度ꎬ这些算法在特定问题中具有明显的优势ꎬ也正在发展之中ꎮ

２. １. ２　 欧拉法与拉格朗日法的关系

欧拉角度和拉格朗日角度对流体运动的研究ꎬ既有区别ꎬ又有联系ꎮ 简单地说ꎬ欧拉

法研究流场ꎬ拉格朗日法研究物质点ꎬ二者在理论公式上可以通过物质导数联系起来ꎮ 下

面通过物质导数的概念与讨论ꎬ帮助理解欧拉法与拉格朗日法的关系ꎬ并进一步理解欧

拉法ꎮ
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１. 一维空间下的物质导数

如图 ２. ３ 所示ꎬ对于一维明渠ꎬ水流沿长度 ｓ 方向运动ꎮ 设 ｆ 为断面上水流质点的速度

或者水深等运动要素ꎬ在欧拉视角ꎬ可以用 ｓ 表示断面位置ꎬ用 ｔ 表示时间ꎬ则
ｆ＝ ｆ( ｓꎬｔ) (２. １)

式(２. １)的含义是ꎬ运动要素 ｆ 为空间位置和时间的函数ꎮ

图 ２. ３　 一维空间下的物质导数

如果固定位置 ｓ 不变ꎬ这个断面的运动要素随时间 ｔ 变化ꎬ ∂ｆ∂ｔ为在某一固定位置观察运

动要素 ｆ 随时间 ｔ 的变化率ꎬ不跟随物质点走ꎮ 例如ꎬｆ 为断面流量时ꎬ ∂ｆ∂ｔ表示断面流量的时

间变化率ꎬ实际上就是不同的水流质点流过某一断面时的速度乘以断面面积ꎬ不同的时刻观

察的是不同物质点的速度ꎮ
如果观察同一时刻不同断面的运动要素ꎬ则运动要素断面随断面位置而变化ꎮ 欧拉视

角描述运动要素在空间的场ꎬ这个场随时间变化ꎮ 当观察同一时刻不同断面的运动要素时ꎬ
实际上是在观察不同物质点的运动要素构成的场ꎬ而不是观察某一固定物质点的运动要素ꎬ
∂ｆ
∂ｔ实际上表达的是运动要素随位置改变(对应不同的物质点)的变化率ꎮ

欧拉视角描述的是运动要素的场ꎬ即流场ꎮ ｓ 可以表示观察的位置ꎬ可以固定不动ꎮ 人

来人往ꎬ我站立在旁边观察ꎬ我的视线不动ꎬ看到形形色色ꎮ ｓ 表示变化的观察位置也可以变

化ꎬ在这观察一下ꎬ在那观察一下ꎮ 特殊情况下ꎬｓ 表示的位置和某个被观察者绑定在一起ꎬ
始终只看一个人ꎬ我的眼里只有你ꎬ你走到哪ꎬ我的视线就跟到哪ꎬ这种特殊情况就是拉格朗

日视角ꎬ研究物质点的运动ꎮ
欧拉法把运动要素从物质点分离出来ꎬ观察空间位置的运动要素而不是观察物质点的

运动要素ꎬ体现运动要素的时间和空间分布ꎮ 观察不同位置运动要素的差异ꎬ以及不同时间

运动要素在空间分布的变化ꎮ
在欧拉场中ꎬ要观察某一物质点的运动要素ꎬ就要不断变化观察位置 ｓꎬ物质点走到

哪ꎬ观察位置 ｓ 就放到哪ꎮ 所以观察位置 ｓ 要绑定到物质点上ꎬ随时间发生变化ꎬ与速度有

关ꎬｄｓｄｔ ＝ ｖꎮ 只有追踪物质点的位置 ｓꎬ才能保证每次观察的都是同一个物质点的运动要素ꎻ
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只有按
ｄｓ
ｄｔ ＝ ｖ 的方向ꎬ才能追踪到物质点的运动要素变化率ꎮ

经过时间 ｄｔꎬ某水流质点从 Ｍ 位置运动到 Ｍ′位置ꎬ位移为 ｄｓ ＝ ｖｄｔꎮ 相应地ꎬｆ 的值由 ｆ０
变成了 ｆ１ꎮ 因此ꎬ对于该水流质点ꎬｆ 对时间的变化率可以表示为

ｄｆ
ｄｔ ＝

∂ｆ
∂ｔ＋

∂ｆ
∂ｓ

ｄｓ
ｄｔ (２. ２)

由于 ｄｓ＝ ｖｄｔꎬ即ｄｓ
ｄｔ ＝ ｖꎬ则

ｄｆ
ｄｔ ＝

∂ｆ
∂ｔ＋ｖ

∂ｆ
∂ｓ (２. ３)

注意ꎬ这里 ｄｓ＝ ｖｄｔꎬ必须成立ꎮ 如果 ｄｓ≠ｖｄｔꎬ则 ｄｆ
ｄｔ ＝

∂ｆ
∂ｔ ＋

∂ｆ
∂ｓ

ｄｓ
ｄｔ表示的就不是某个水流

质点的运动要素 ｆ 对时间的变化率ꎬ不具有物理意义ꎮ

２. 物质导数与全导数的关系

物质导数是一种特殊的全导数ꎬ它是为了追踪物质点的运动ꎬ要求空间变量随着时间变

化ꎮ 一般全导数不要求自变量之间保持类似关系ꎮ

３. 物质导数与方向导数的关系

物质导数是全导数ꎮ 方向导数是偏导数ꎬ是沿特定方向求导ꎬ沿坐标轴的偏导数实际上

是特殊的方向导数ꎮ

４. 三维空间下的物质导数

设 ｘꎬｙꎬｚ 轴方向的单位向量分别为 ｉꎬｊꎬｋꎬ笛卡儿坐标系下ꎬ速度向量场可以表示为

Ｖ＝ｕｉ＋ｖｊ＋ｗｋ (２. ４)
其中

ｕ＝ｕ(ｘꎬｙꎬｚꎬｔ)
ｖ＝ ｖ(ｘꎬｙꎬｚꎬｔ)
ｗ＝ｗ(ｘꎬｙꎬｚꎬｔ)

(２. ５)

考察密度为

ρ＝ ρ(ｘꎬｙꎬｚꎬｔ) (２. ６)
质点运动时ꎬ密度随时间的变化率为

Ｄρ
Ｄｔ ＝

∂ρ
∂ｔ＋ｕ

∂ρ
∂ｘ＋ｖ

∂ρ
∂ｙ＋ｗ

∂ρ
∂ｚ (２. ７)

从中可以得到物质导数的表达式为

Ｄ
Ｄｔ≡

∂
∂ｔ＋ｕ

∂
∂ｘ＋ｖ

∂
∂ｙ＋ｗ

∂
∂ｚ (２. ８)

笛卡儿坐标系下ꎬ速度向量算子Ñ的定义为

Ñ＝ ｉ ∂
∂ｘ＋ｊ

∂
∂ｙ＋ｋ

∂
∂ｚ (２. ９)

物质导数可以表达为向量形式ꎬ它对任意坐标系都成立ꎬ即
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